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Аннотация: В работе рассматриваются свойства функций Гамильтона и Лагранжа в координатно -  
импульсном пространстве. Основным полученным результатом для  системы  ОДУ 1-ого порядка  
Гамильтона является утверждение : решения системы 2mn  обыкновенных дифференциальных уравнений 
Гамильтона первого  порядка  являются решениями системы соответствующей системы m 
дифференциальных уравнений порядка n  Эйлера-Лагранжа ,двойственной к функции Гамильтона и 
соответствующего невырожденного преобразования переменных.  
Получены формулы, связывающие частные производные в координатно-импульсном пространстве q-p для 
функций Лагранжа и Гамильтона по одним и тем же переменным. Получены формулы для частных 
производных для двойственной к функции Гамильтона функции Лагранжа по координатным переменным  
в координатно-импульсном пространстве ),( 1−nn PX  
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Гамильтон в 1835 году получил новую форму уравнений движения механических 
систем канонические уравнения Гамильтона.. Полученная система канонических уравнений содержит вдвое 
больше дифференциальных уравнений, чем у Лагранжа, но зато все они первого порядка, (у Лагранжа — 
второго).  
Вариационное исчисление является одним из старейших и богатых содержанием и приложениями 
разделов математического анализа. Вариационные задачи (например, изопериметрические) рассматривались 
и в древности, но исследовались геометрическими методами. Поэтому началом зарождения вариационного 
исчисления можно считать работу Ферма 1662 г., в которой аналитическими методами исследована задача о 
распространении света из одной оптической среды в другую и о преломлении света на границе двух сред. 
Далее аналогичные (но  более общие) вариационные задачи исследовались Ньютоном (задача о наименьшей 
поверхности вращения - в 1685 г.), Д. Бернулли (задача о брахистохроне) и др. 
            В 1696 г. И. Бернулли сформулировал и опубликовал математическую проблему с предложением для 
математиков своего времени заняться ее решением. В задаче о брахистохроне требовалось найти форму 
гладкой кривой, соединяющей две точки так, чтобы материальная точка, двигаясь по ней без трения под 
действием силы тяжести, прошла участок между этими точками за минимальное время. Задача была решена 
крупнейшими учеными того времени – Я. Бернулли, Г. Лейбницем, Г. Лопиталем и И. Ньютоном. Свои 
подходы к решению этой задачи предложили Л. Эйлер и Ж. Лагранж, что привело к рождению 
вариационного исчисления. Эти решения наметили многие направления будущей общей теории. И. 
Бернулли исходил из оптико-механических аналогий, Я. Бернулли применил принцип Гюйгенса, Г. Лейбниц 
решил задачу, заменяя кривую ломаными, заложив тем самым основу прямым методам в вариационном 
исчислении.  
Настоящими творцами общей теории вариационного исчисления (которые дали название этой науке) 
являются Л. Эйлер (уравнения Эйлера) и Ж. Лагранж (метод вариаций). Далее следует А. Лежандр 
(исследование второй вариации – необходимое условие Лежандра), У. Гамильтон и Б. Якоби (понятие 
сопряженной точки, необходимое условие Якоби, теория Гамильтона – Якоби), А. Клёбш и Ю. Майер 
(задачи с функционалами более общей природы, необходимое условие Клёбша, поля экстремалей Майера), 
Вейерштрасс (задачи в параметрической форме, достаточные условия сильного экстремума). Работы Майера 
конца XIX в. послужили основой для углубленного исследования вариационных задач Лагранжа и Майера, 
доказательства правила множителей для них и др. В начале XX в. Д. Гильберт ввел свой известный 
инвариантный интеграл для доказательства достаточных условий экстремума, А. Кнезер исследовал задачи 
с подвижными концами, получил геометрическое условие Якоби (при помощи огибающей семейства 
экстремалей). 







Введем обозначения для объектов, используемых в работе:. 
Функция Гамильтона  ℜ→ℜ mnpqH 2:),(  mn2  независимых 
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Пусть ( , )H q p  – функция Гамильтона зависит от 2mn  независимых переменных 
2 1
2 1( , ), 1 1, , 1 1, , 2 1, , 2 1,
j j
l lq p j m l n j m l n= = = = , при этом нижние индексы меняются от 1 до n, верхние 
индексы меняются от 1 до m 
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Поставим следующую задачу: какими свойствами обладает Функция Гамильтона  
ℜ→ℜ mnpqH 2:),(  mn2  независимых переменных nlmjnlmjpq jljl ,12,,12,,11,,11),( 1122 ====  и функция Лагранжа, 



























 и какие связи 
между двумя данными функциями ℜ→ℜ mnpqH 2:),( , ℜ→ℜ mnqpL 2:),( . Сформулировать и доказать 
обратную теорему Гамильтона. 
 
Имеет место следующая 
Теорема 1 Пусть , 1, , , 1,s k n i j m= = . Тогда   
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α = βδ = −
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Доказательство. Прибавим 1 к обеим частям двойного неравенства  1 1 2 1 ,k n k n≤ ≤ − ⇒ ≤ + ≤  
1 s n≤ ≤ , поэтому при 1s =  
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1 1, 1 1, 1
символ Кронекера.
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, условие во второй строке очевидно является отрицанием условия в 
первой:  )()()()()()( skjiskjiskji ≠∨≠==∨===∧= . 
Теорема 1 доказана. 
 
Теорема 2.  Пусть ( , )q p - 2mn  независимых переменных 
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где 
1 1, 1 1, 1
символ Кронекера;
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Доказательство. Так как 1(1 )s− δ не зависит от индексов суммирования ,k j , то  
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− δ = − = ⇒ − δ δ δ =∑ ∑  11 1(1 ) 0 0i is s sp p− −− δ = ⋅ =  и утверждение 
теоремы 2 выполнено.  
При 2 1 1n s s≥ ≥ ⇒ − ≥  1 1 11 10, 1 1 0 1 (1 )i is s s s sp p− −δ = − δ = − = ⇒ − δ =  – правая часть; 
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утверждения.  
При 1 11 1 ( 1, ) 1n sn s s n= ⇒ = = ⇒ δ = δ = , поэтому   
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. Тогда имеют место равенства: 
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По теореме 2,  
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Теорема 4. Пусть  2: mnH ℜ →ℜ  – функция 2mn  независимых переменных 2 12 1( , ) 1 1, ,
j j
l lq p j m=  













 окрестности ),( 00 pqU  точки   ),( 00 pq . 
Тогда 











=→   является невырожденной в окрестности точки 

















;                                                                  (7) 
2) локально существует обратная замена 
),,...,,,,( )(121,...,21 nnninin xpppqqqpp −= ;                                                 (8) 
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Доказательство. 
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Выражение (7) проверено. 
Так как 







, то по теореме об обратной функции существует обратная замена 
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1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i nn n n np p q q q p p p x−= ,                                                  (10) 
и значит, первые 2 части утверждения доказаны. 
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Учитывая, что  
( ) 2 ( )
( )
( , )
; 0 1, ; 0 1, 1
ln i n i
s
l l i l n j
n n n s
px H q p x
s n s n
p p p q x
∂∂ ∂ ∂
= = = = = −
∂ ∂ ∂ ∂
, 
( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1
l l ln i n i n i n in m n m m
i s s njn j l n j l n j l n j
s l s l ls s n
q p px x x x
x q x p x p x
−
= = = = =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= δ = + + =
∂ ∂ ∂
∑∑ ∑∑ ∑  
( ) 2
( ) ( )
1
( , )l ln im mn n
l n j l i n j
l ln n n
p px H q p
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Что доказывает формулу (9) и теорему 4. 
Теорема 5. Пусть ( , )H q p  – функция 2: mnH ℜ →ℜ  2mn  независимых переменных 2 12 1( , )j jl lq p  
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Тогда справедливы следующие результаты: 
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( )
1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i nn n n np p q q q p p p x−= ;                                                      (12) 
3)             ( )1 2,..., 1 2 1 1 2,..., 1 2 1( ) ( , , , ,..., , ( , , , ,..., , )) .
n i





                    (13) 
Доказательство. По теореме 4, первые 2 части теоремы 5 доказаны: 
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, благодаря теореме об обратной функции существует обратная замена 
переменных ( )1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i nn n n np p q q q p p p x−= . 
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(переменные ( )1 2,..., 1 2 1, , , ,..., , nn nq q q p p p x−  независимы), тогда выражение (16) запишем в виде 
( ) ( ) ( )
1 1 1
( , ) ( , ) ( , )(( ) ( ))
jn m m j jk
n nj n i n i j n i j
k j j n nk
pH q p H q p H q pp p
x x p x pp= = =
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
∑ ∑ ∑  
( ) ( ) ( )
1 1 1
( , ) ( , ) ( , )(( ) ( ))
jn m m
k j jk
n n nj n i n i j n i j
k j j n nk
pH q p H q p H q pp p
x x p x pp= = =
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − δ + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
∑ ∑ ∑  
( ) ( ) ( )
1 1
( , ) ( , ) ( , )(( ) ( ))
jm m j jn
n nj n i n i j n i jj jn n n
pH q p H q p H q pp p
p x x p x p= =
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑  
( ) ( ) ( )
1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( ) ( )
jm m mj jn
n nj n i n i j n i jj j jn n n
pH q p H q p H q pp p
p x x p x p= = =
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ),
j jm m mj jn n
n nj n i n i j n i j n i jj j jn n n n
p pH q p H q p H q p H q pp p
p x x p x p x p= = =
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑       (18) 
так как ( ) ( ) ( )
1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) 0
j j jm m
n n n
j n i n i j j j n ij jn n n n
p p pH q p H q p H q p H q p
p x x p p p x= =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− + ⋅ = − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑ . 
Преобразуем выражение (18), получим 
2 2
( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1
( , )( ) ( ).
l lm m n m n mj j k k
n nn i j j l n i j l n ij j k l k ln n k n k
q pH q p H Hp p
x p p q x p p x= = = = = =
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑∑ ∑∑                     (19) 









 и по формуле (27) ( ) ( )
l l
lk k
















Кронекера, то выражение (19)  можно преобразовать: 
2 2 2
( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1
( )
l l lm n m n m m n mj jk k k
n nj l n i j l n i j l n ij k l k l j k ln k n k n k
q p pH H Hp p
p q x p p x p p x= = = = = = = =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑∑  
2 2
( ) ( )
1 1 1 1 1
.
l lm n m m mj k jk n
n n nj l n i j l n ij k l j ln k n n
p pH Hp p
p p x p p x= = = = =
∂ ∂∂ ∂
= δ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑∑ ∑ ∑                                      (20) 







in ji s n j
s n n
i jpH q p
p p x i j=
=∂∂ 
⋅ = δ = 
∂ ∂ ∂ ≠
∑ – символ Кронекера, перепишем 
формулу (30) следующим образом: 
2
( )
1 1 1 1,
0 1 .
lm m m mj j j ij j j j i i in
n n n n n ni i ij l n ij l j j j in n
pHp p p p p p
p p x
==
= = = = ≠
∂∂
= δ = δ + δ = + ⋅ =
∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑  
Теорема 5 доказана. 
 
Обобщением теоремы 4 п.3 является 
 
Теорема 6.   Пусть ℜ→ℜ mnH 2:  - функция mn2  независимых переменных 













 окрестности ),( 00 pqU  точки   ),( 00 pq  
Тогда:  
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,  то по теореме об обратной функции существует обратная замена   
),,...,,,,( )(121,...,21 nnninin xpppqqqpp −=            Продифференцируем соотношения 


















































































































































           















































Что доказывает формулу (24)  и   теорему 6. 
Введем обозначения 
,),(),,...,,(,),...,,( 1)()1()1()0()1()1()0(1 nnnnnnn xXxxxxXxxxX −−−− ===
),,(,),...,,(,),...,,(,),( )(1121121,...,21 nnnnnnnn xPqpppppPppppqqqq −−− ====  









































 окрестности ),( 00 pqU  точки   ),( 00 pq  
 (по теореме 4 п.2  )),,()),,...,,,,( )(1)(121,...,21 nnnnnnnn xPqpxpppqqqpp −− ==   
3) Рассмотрим замену mnmnnXq ℜ→ℜ− :)( 1   minsxXq isnis ,1,,1,)( )1(1 === −− и функцию ℜ→ℜ mnL 21 : , 
)),),((,),(()),,(,,,...,,(),( )(1111)(11)1()1(2)0(111 nnnnnnnnnnnininiiiinn xPXqpPXqLxPqppPxqxqxqLPXL −−−−−−−− ======      

















































































n                   (26) 



























































































































































































































⇒=    
т.к. )(1,,
n















Пункт 1 теоремы 7,равенство (24)  доказано.  
∑∑ ∑∑∑
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  ),( 1 независимыPX nn −−  

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































                                                                                    (32) 




































































































)()(                                                  (33) 
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    (34)                                                        





























































































































































































































































































































Этот результат можно получить иначе. 
,),(),,...,,(,),...,,( 1)()1()1()0()1()1()0(1 nnnnnnn xXxxxxXxxxX −−−− ===
),,(,),...,,(,),...,,(,),( )(1121121,...,21 nnnnnnnn xPqpppppPppppqqqq −−− ====  
Ранее была замена mnmnnXq ℜ→ℜ− :)( 1   minsxXq isnis ,1,,1,)( )1(1 === −− и функцию ℜ→ℜ mnL 21 : , 
)),),((,),(()),,(,,,...,,(),( )(1111)(11)1()1(2)0(111 nnnnnnnnnnnininiiiinn xPXqpPXqLxPqppPxqxqxqLPXL −−−−−−−− ======      
2: mnH ℜ →ℜ - функция 2mn  переменных 2 12 1( , )
j j



































































1111 ),(),(),(  
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































               
Теорема 7 доказана.   





























































































































 Теорема 8 доказана. 
Определение 2 Функцию ℜ→ℜ mnL 21 :  из теоремы 7   переменных ),...,,,,...,,(),( 11)()1()1()0(1 iniininiinn ppxxxxPX −−− =                   
 )),),((,),(()),,(,,,...,,(),( )(1111)(11)1()1(2)0(111 nnnnnnnnnnnininiiiinn xPXqpPXqLxPqppPxqxqxqLPXL −−−−−−−− ======  
mnmn





























( ℜ→ℜ mnpqL 2:),( -функция Лагранжа,  двойственная к функции Гамильтона ℜ→ℜ mnpqH 2:),(  ) 
назовем функцией Лагранжа, адаптированной двойственной к функции Гамильтона ),( pqH  или просто 
адаптированной к функции Гамильтона;  преобразование mnmnnXq ℜ→ℜ− :)( 1   minsxXq isnis ,1,,1,)( )1(1 === −−  
назовем адаптирующим преобразование q координат(не вырождено);преобразование :)),(),,((:A 11 −− nnnn PXpPXq  
 )),,(),((,),((,...,),((),),((( )(111111111)1(1 nnninnnininnnininniiknnikik xPXqpPXppPXppPXpxPXqq −−−−−−−−− ======  
назовем адаптирующим преобразованием ),( pq координат.  
Теорема 9  Адаптирующее преобразование )),(),,((),(:A 11122mn −−− =ℜ→ℜ nnnnnnmn PXpPXqPXA   
)),,(,),(,,1),( )(11111)1(1 nnnnnnnnniknnik xPXpppPXpnkxPXq −−−−−−− ====     не вырождено. 










































































         





 -транспонированный 0-вектор. 






































































































,значит, переменные ),( 1−nn PX -независимы Теорема 9 доказана. 
Определение 3 Обратное к  )),(),,((),(:A 11122mn −−− =ℜ→ℜ nnnnnnmn PXpPXqPXA   
)),,(,),(,,1),( )(11111)1(1 nnnnnnnnniknnik xPXpppPXpnkxPXq −−−−−−− ====  преобразование  















называется обратным адаптирующим преобразование координат(преобразование Лежандра) 
 





11 :),( -адаптированная 



















 назовем системой 
уравнений Эйлера-Лагранжа, адаптированной к функции Гамильтона ℜ→ℜ mnpqH 2:),(    ,где ktD - 













































 окрестности ),( 00 pqU  точки   ),( 00 pq  
 (по теореме 4 п.2  )),,()),,...,,,,( )(1)(121,...,21 nnnnnnnn xPqpxpppqqqpp −− ==                                                                                         
3) Пусть ℜ→ℜ mnL 21 : -адаптированная функция  Лагранжа переменных   :),( 1−nn PX                                                                    
)),),((,),(()),,(,,,...,,(),( )(1111)(11)1()1(2)0(111 nnnnnnnnnnnininiiiinn xPXqpPXqLxPqppPxqxqxqLPXL −−−−−−−− ======      
Тогда преобразование Лежандра(обратное адаптирующее преобразование координат) 

























































































































































































11 ),()1()),(()1(),()1()),(()1(  
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HAMILTON  INVERSE THEOREM 
Y. PASTUKHOV, D. PASTUKHOV 
 
 
The solution of a system 2mn ordinary differential Hamilton's equations of the first order are solutions of the system 
of the corresponding system of m differential equations of order n Euler-Lagrange dual for the Hamiltonian 
Lagrangian function and the corresponding transformation of variables. 
 
Keywords: Hamilton function, variation problem, fiber space of velocities,, Euler-Lagrange equations, smooth 
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